Компактные разностные схемы для уравнений конвекции-диффузии by B. Utebaev D. & Б. Утебаев Д.
      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2021. T. 57, № 3. С. 311–318 311
ISSN 1561-2430 (Print)
ISSN 2524-2415 (Online)
УДК 519.63 Поступила в редакцию 14.06.2021
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2021-57-3-311-318 Received 14.06.2021
Б. Д. Утебаев1
Институт математики Национальной академии наук Беларуси, Минск, Беларусь
КОМПАКТНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ  
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ КОНВЕКЦИИ-ДИФФУЗИИ
Аннотация. Настоящая работа посвящена построению компактных разностных схем для уравнений конвек- 
ции-диффузии с дивергентными и недивергентными конвективными слагаемыми. Доказывается устойчивость 
и сходимость в сеточных нормах ( ) ( )12 , .h hW Cω ω  Полученные результаты обобщаются на многомерные уравнения 
конвекции-диффузии. Приведенные в работе тестовые численные расчеты согласуются с теоретическими выводами. 
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COMPACT DIFFERENCE SCHEMES FOR CONVECTION-DIFFUSION EQUATIONS
Abstract. This work is devoted to the construction of compact difference schemes for convection-diffusion equations with 
divergent and nondivergent convective terms. Stability and convergence in the discrete norms ( ) ( )12 ,h hW Cω ω  are proved. 
The obtained results are generalized to multidimensional convection-diffusion equations. The test numerical calculations 
presented in the work are consistent with the theoretical conclusions. 
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Введение. Уравнения конвекции-диффузии широко используются для моделирования раз-
личных сложных явлений. Поскольку для большинства прикладных задач невозможно решить 
уравнения конвекции-диффузии аналитически, эффективные численные алгоритмы становят-
ся все более важными для численного моделирования таких задач. В последнее время много 
усилий было направлено на разработку компактных схем высокого порядка точности, которые 
используют только узлы сетки, непосредственно примыкающие к центральному узлу [1–3]. В ра-
боте [4] для построения компактных схем конвективные члены заменяются центрально-разност-
ными аппроксимациями. В [5] для аналогичной задачи предложен разностный метод, основан-
ный на преобразовании уравнения конвекции-диффузии к системе уравнений, не содержащей 
первые производные. 
Настоящая работа посвящена построению компактных разностных схем для уравнений 
конвекции-диффузии с дивергентными и недивергентными конвективными слагаемыми. Ком-
пактными принято называть разностные схемы, которые имеют повышенный порядок аппрок-
симации, но пишутся на шаблоне, не существенно отличающемся от традиционного для дан-
ного уравнения [2–4]. Построение таких схем базируется на использовании экспоненциальных 
схем, рассматриваемых в [6, 7]. Доказывается устойчивость и сходимость в сеточных нормах 
1
2 ( ), ( ).h hW Cω ω  Полученные результаты обобщаются на многомерные уравнения конвекции-диф-
фузии, приведенные тестовые численные расчеты согласуются с теоретическими выводами.
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Постановка задачи и разностная схема. В области {( , ) :0 , 0 }TQ x t x l t T= ≤ ≤ ≤ ≤  рассмот-
рим начально-краевую задачу для уравнения конвекции-диффузии с недивергентным конвек-
тивным слагаемым
 
( , ),     0 ,   0 ,u Lu f x t x l t T
t
∂
= + < < < ≤
∂  
(1)
 0( ,0) ( ),     0 ,u x u x x l= ≤ ≤  (2)
 (0, ) 0,     ( , ) 0,     0 ,u t u l t t T= = < ≤  (3)
где 
1 2( ) ( ) ,      0 ( ) .
u uLu k x r x k k x k
x x x
∂ ∂ ∂ = + < ≤ ≤ ∂ ∂ ∂ 
Уравнение (1) можно преобразовать к виду [7]
 
1 1( ) ( ) ( , ),
u ub x k x f x t
t x x





( )( ) ( ) ( ), ( , ) ( , ) ( ), ( ) exp ,     ( ) 0.
( )
x r sk x k x b x f x t f x t b x b x ds b x с
k s
 
     
 

Здесь и далее предполагаем, что решение рассматриваемых дифференциальных задач по-
ставлено корректно по Адамару и обладает в TQ  всеми непрерывными производными, необхо-
димыми по ходу изложения. Все входные данные также предполагаются достаточно гладкими.
На равномерной сетке узлов {( , ) },h i n Tx t Qτw = w ×w = ∈  где 
{ , 0 , / },   { , 0 , / }h i nx ih i N h l N t n n K T Kτw = = ≤ ≤ = w = = τ ≤ ≤ τ =  дифференциальную задачу 
(4), (2), (3) заменим экспоненциальной разностной схемой с переменным весом [1]:
 ( )
2
( ) 1,     ,
2 12t x x
hby ay bpσ= + j σ = −
τ  
(5)
 0 0ˆ ˆ( ,0) ( ),  ,  0,  0,h Ny x u x x y y= ∈w = =  (6)
где 
2
( ) (0,5) (0,5)ˆ (1 ) ( 0,5) ,
12t t





n n n n
x x
f f h f fa p






1 2 1( ) ( ) ( ) ( 0,5 ) ,     ( ) ,
6 3 ( )
a a x p x h p x p x h p p x
k x
−
 = = − + + − = = 




( )( ) ( ) ( ), ( ) exp .
( )





= ± = ± ± ± =  
 
∫
Здесь и ниже используются стандартные обозначения теории разностных схем [8, 9]:
1 (0,5)
1ˆ ˆ( , );    ( , );    0,5( );n ni i n i ny y y x t y y y x t y y y+ += = = = = +
1 1 1 1
1
ˆ 1;     ;    ;    ( ) .i i i i i i i it x x x x i i
y y y y y y y y y yy y y ay a a
h h h h h
+ − + −
+
− − − − − = = = = − τ  
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Введем скалярные произведения и нормы:
1
1













y v y v h y y y
=
= =∑




y y x y y x
∈w ∈w
= =
В соответствии с работами [1, 10] нетрудно показать, что разностная схема (5), (6) аппрокси-
мирует исходную задачу (4), (2), (3) четвертым порядком по пространству и вторым по времени, 
т. е. для ее невязки
ˆ (1 ) ,tbu u uψ = − + Λσ + Λ −σ + j
имеет место априорная оценка 
4 2( ),     const 0.M h Mψ ≤ + τ = >
В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение.
Л е м м а. Для всякой функции y(x), заданной на равномерной сетке hw  и обращающейся в нуль 
при x = 0 и x = l, справедлива оценка
 
( ( )2 2 124( ), ( ), ,     ( ) 0,     .x hb x y b x y b x c xh ≤ ≥ > ∈w  (9)
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы проводится аналогично, как и для неравенства (9) при b(x) = 1 
[8, с. 109].
Устойчивость разностной схемы. Для этих целей используем дискретный метод энергети-
ческих неравенств. Перепишем разностную схему (5) в виде
 
( ) ( )
2
(0,5)( ) .
12t t x xx x
hby a bpy ay+ = + j
 
(10)
Умножим уравнение (10) скалярно на 2τyt и применим разностную формулу Грина:
( ) ( ] ( )(
2
0,522 , ( ) , 2 , 2 ( , ).
6t t x tx x tx t
hb y a bpy y ay y yτ τ − = − τ + τ j

Далее, применяя формулу разностного дифференцирования, получим
( ) ( (
2 2
2 2
( 1)2 , , ( ) ,6 6 txtxt x t
h hb y abp y a bp y y−
τ ττ − − =
 ( )( ˆ ˆ, 2 ( , ).x x x x ta y y y y y= − + −  + τ j  (11)
Так как 
( )2 1 22 ( , ) , ( , ),t ty b y b−τ j ≤ τ + τ j
то (11) можно переписать в виде 
( (2 2 1 2ˆ, , ( , ),x xJ a y a y b− + ≤ + τ j 
где
 
( ) ( (
2 2
2 2
( 1), , ( ) , .6 6 txtxt x t
h hJ b y b y a bp y y−
 
= τ − −      
(12)
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Далее, применяя лемму 1, можно получить неравенства
 ( ( )
2
2 22, , ,
6 3tx t






( 1) 2( ) , , ,6 3txx t t






с k bp 
Учитывая полученные неравенства, соотношение (12) можно переписать в виде
( )22 , .3 tJ b hc y
τ
≥ −
Тогда при выполнении условия
 0 0 1 2,  / ,h h h c c≤ =  (15)
выражение J ≥ 0 неотрицательно. Следовательно, с учетом очевидного неравенства
21 2
1( , ) 1 /b c− ϕ ≤ ϕ
приходим к соотношению 
  
22 2
3 3 1ˆ, , ,  1 / .x xa y a y c c с        
(16)
Итак, имеет место следующее утверждение.
Те о р е м а. Пусть выполнено условие (15). Тогда разностная схема (5), (6) устойчива по на-
чальным данным, правой части и имеют место априорные оценки
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З а м е ч а н и е. Аналогично (17) для погрешности z = y – u нетрудно получить оценку 
4 2
6 7 0 6 7( ),   0,1,..., ,     , const 0,n n CCy u c T c h n N c c− ≤ ψ ≤ + τ = = >
из которой следует сходимость разностного метода с порядком 4 + 2. 
Тестовые численные расчеты. В данном разделе приводятся численные результаты для 
уравнения (1) при f(x,t) = 0 с коэффициентами 
6 51( ) ( 1) , ( ) 13( 1) .
8
xk x x r x x+= + = − +
Начальное и граничные условия определяются из точного решения
8( , ) ( 1) .tu x t e x= +
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Численное решение и погрешность при T = 1 с шагами h = 1/10, τ = 1/10
The numerical solution and error at T = 1 with steps h = 1/10, τ = 1/10
Для определения порядка скорости сходимости по пространственной и временной перемен-
ным (4 + 2) в норме L∞ воспользуемся правилом Рунге [11, 12]: 
2 2
(2 , ) ( ,2 )
log , log .
( , ) ( , )
L Lh
L L
z h z h
p p








Для проверки скорости сходимости вдоль пространственного и временного направления бе-
рем шаги h и τ так, чтобы выполнялись условия h4 ≥ τ2 для определения скорости сходимости 
разностного решения по пространственной переменной hp∞ и τ2 ≥ h4 для определения скорости 
сходимости сеточного решения по временной переменной .p τ∞  Именно такой способ рассматри-
вается в [11, 13].
В табл. 1, 2 приведены порядки скорости сходимости по пространственному и временному 
направлениям в нормах L∞ и L2. Представленные величины соответствуют моменту времени 
T = 1. Данные тестовые численные расчеты согласуются с теоретическими выводами.
Таблица 1. Скорость сходимости по пространственному направлению
Table 1. The rate of convergence in the spatial direction
h = 0,1 τ = 0,1 Lz ∞
h
Lp ∞ 2Lz 2
h
Lp
h τ 0,013531 – 0,00982 –
h/21 τ/22 0,000855 3,9833 0,00061 3,9989
h/22 τ/42 5,34e-05 3,9999 3,84e-05 3,9999
h/23 τ/82 3,34e-06 3,9999 2,40e-06 3,9999
h/24 τ/162 2,08e-07 4,0000 1,50e-07 4,0000
Таблица 2. Скорость сходимости по временному направлению
Table 2. The rate of convergence in the temporal direction






0,01 τ 0,013667 – 0,009787 –
0,01 τ/21 0,003417 1,99957 0,002447 1,99951
0,01 τ/22 0,000854 1,99988 0,000611 1,99987
0,01 τ/23 0,000213 1,99996 0,000153 1,99993
0,01 τ/24 5,34e-05 2,00001 3,82e-05 1,99986
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Компактная схема для уравнения конвекции-диффузии с дивергентными конвектив-
ными слагаемыми. Аналогично уравнению (1) строятся экспоненциальные схемы и для уравне-
ния конвекции-диффузии с дивергентными конвективными слагаемыми
 
( )( ) ( ) ( , ),u uk x r x u f x t
t x x x
∂ ∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∂ ∂ ∂   
(18)
1 2 1 20 ( ) ,   , const.k k x k k k< ≤ ≤ =
Уравнение (18) преобразуем к виду [6, 7]
 
( )1 1( ) ( ) ( , ),ub x k b x u f x tt x x





( ) ( )( ) ,     ( , ) ( , ) ( ),  ( ) exp .
( ) ( )
xk x r sk x f x t f x t b x b x ds
b x k s
 
= = = − 
 
∫
Сделав замену w = b(x)u в уравнении (19), можно переписать его в виде
 
1 1( ) ( , ),
w k x w f x t
t x x
∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂   
(20)
с начальным и граничными условиями
0( ,0) ( ),   0 ,w x w x x l= ≤ ≤
(0, ) 0,     ( , ) 0,     0 .w t w l t t T= = < ≤
Тогда нетрудно показать, что для уравнения (20) экспоненциальная разностная схема [1, 11]
( )
21ˆ (1 ) , ,     ( )
2 12t x x
hy y y p y a x y= Λσ + Λ −σ + j σ = − Λ =
τ
,
имеет порядок аппроксимации 4 + 2, т. е. четвертый по пространству и второй по времени. 
Шаблонный функционал φ и a(x) определяются по формулам (7), (8). Для этой схемы при b(x) = 1 
теорема сохраняет силу. 
Многомерная задача. В данном разделе приведены постановка и компактная разностная 
схема начально-краевой задачи для многомерного уравнения конвекции-диффузии.
В области 1 2{( , ) : , 0},  ( , ,..., ),  {0 , 1, },  ,T pQ x t x t x x x x x l pα α= ∈Ω ≥ = Ω = ≤ ≤ α = Ω =Ω∪Γ  
Γ – граница, рассмотрим задачу для p-мерного уравнения конвекции-диффузии с недивергент-
ными конвективными слагаемыми 
 
( , ),  ( , ) ,T






 0( ,0) ( ),  ,  ( , ) 0,  ,  0,u x u x x u x t x t= ∈Ω = ∈Γ >  (22)
1
, ,
p u uLu L u L u k r
x x xα α α αα α αα=
∂ ∂ ∂ = = + ∂ ∂ ∂ 
∑
1 20 , ( ),   ( ).k k k k k x r r xα α α α< ≤ ≤ = =
Как и в одномерном случае, преобразуем уравнение (21) к виду
1 1( , ),
u ub k f x t
t x xα αα α
∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ 
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где 
1 1 1( ), ( ) ( ) ( ), ( , ) ( , ) ( ),b b x k k x k x b x f x t f x t b xα α α α α α α= = = =
0
( )( ) exp .
( )









В области TQ  рассмотрим равномерную сетку
{ }, ,  0,1,..., , / ,     ,h n h h ht n n K T Kτ τw = w ×w w = = τ = τ = w = w ∪ γ
где множество внутренних узлов пространственной сетки определяется соотношением
( ){ }1 2 ( )( ) ( ) ( )1 2, ,..., , , 1, 1, , 1, ,pii i ih px x x x x i h i N h N l pαα α α α α α α αw = = = = − = α =
а через γh обозначено множество ее граничных узлов. На сетке w дифференциальную зада-




1 1ˆ0,5 ( ) ( ) ( ) ,
12 12
p p p
t tb y y y h p b y h p y
÷
α α α α α α α α β
α= α= β≠α
= Λ + − Λ + Λ Λ + j∑ ∑ ∑




1, ( ) ,   ,
2 12 2
n n n np p
x x
f f f fy a y h pα α
+ +
α α α α α α
α= α=
 + +






1 2 1( ) ( ) ( 0,5 ) ,     ( ) .
6 3 ( )
a p x h p x p x h p x
k x
−
α α α α α
α
 = − + + − = 
 
Нетрудно показать, что разностная схема аппроксимирует задачу (21), (22) с четвертым по-
рядком по пространственным переменным и вторым по временной, т. е. 
( )4 2 .O hψ = + τ
Аналогично (21), (22) можно построить компактную схему и для многомерного уравнения кон-
векции-диффузии с дивергентными конвективными слагаемыми [6]. 
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